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Résumé. Dans cette Note, aprds avoir remarqué que ’on peut affiner les hypoth2ses — énoncées
par Norton et Bates — du théoréme de Sard pour le lieu critique de rang zéro, on donne
une construction montrant que les énoncés améliorés sont les meilleurs possibles.

On the smoothness hypothesis in Sard’s theorem
about the rank-0 set

Abstract.  In this Note, after remarking that one can improve on the smoothness hypotheses stated
by Norton and Bates for Sard's theorem about the rank-0 set, we give a construction
showing that the improved hypotheses are the best possible.

Introduction

Soient f : R™ < Re (m >mn > 1etp>1 trois entiers), C? = {z € R™|Df(z) = 0} son lieu
critique de rang zéro. Lorsque pour tout compact K de R™ il existe Mg > Otel que : Vz, y € K,
|D? f(z) — D?f(y)|| < Mg|z — y|*, on dit que f est de classe CP** pour « €]0, 1], et de classe
crlosia = 1.

On note H?, t > 0, la mesure t-dimensionnelle de Hausdorff sur R™ ou R™ et dimy la dimension
de Hausdorff (voir [2]). On sait alors que :

@ ([1], lemme 1) H"(f(CJ‘?)) =0 si f est de classe C™™, ou de classe C(™/™ =115 2 e N,
(ii) ([4], lemme 1) H*(C3) = 0 implique que H" (f (C?)) = 0 si f est de classe C*/™, ou de
classe Cl4/m~11 i 2 e N, ‘

Il semble naturel de chercher le meilleur degré de régularité o = oy (resp. 0 = 0,,;) de f afin
que H* (f (C9)) = 0 (resp. H* (C}) = 0 implique H* (f (C})) = 0), lorsque ¢ est, non plus entier
égal A n, mais réel quelconque. 11 est d’usage a la suite de Sard ([5] et [6]) de relever I'étude de C?
a celle de C} = {z € R™|rang(Df (z)) < r}, essentiellement par le théoréme de Fubini dans
R™ = R” x R™~". Or si t n'est plus entier, il n’est en général pas vrai que H™ x H'™" = H' ; c'est
la raison pour laquelle ce qui suit ne concerne que CJ?.
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1. Enoncé du théoréme de Sard pour C’}’

THEOREME 1.1. — Soient f : R™ — R™ et s, t deux réels. Dés que f est de classe C°, ou co-ut
sioc € N ona:

(i) HE(f(CY)) = 0 pour o = %.

(i) H*® (C'f) = 0 implique H' (f (C’O)) = 0 pour 0 = 3.

Preuve. — On suit avec attention les preuves de [1] et [4] en les adaptant.

Remarquons que I'énoncé (i) complete également les résultats suivants.

* ([7], théoreme 5.4) dimy (f (C})) < 2 si f est de classe C7, ou ¢ blsioeN.

* ([3], théoreme 3.4.3) H™/7 (f (C’?)) =0 si f est de classe C7 et 0 € N.

2. Contre-exemple 2 de nouveaux raffinements

On construit une fonction qui assure que les valeurs du théoreme sont les meilleures. On note
I=100;1]et I?2 =1[0; 1] x [0; 1] (carré fermé), J et int la frontiére et 'intérieur.

Soient 3 €]2; +oo[ et Cy, Cy, Cs, Cy, les sous-carrés (fermés) de [ 2 de coté % et de centres
respectifs (3, 1), (%, 1), (4, 2). (3, %). On poursuit a I'infini cette construction de sous-carrés ;
on obtient des carrés en bijection avec I’ensemble dénombrable S :

S = {(zn)n>1lzn € {1, 2, 3, 4} jusqu’a un certain rang, z, =0 au-dela}.

On note C(z,),,, pour tout (zn)n,>1 € S le camé correspondant, de sorte que C; = = Ci,0,..)
i € {1,...,4} et |Cquy zn0,.) (=V2B™™) son diamétre. A chaque élément (zp)n>1
de ¥ = {1, 2, 3, 4} est associé un unique point de C(3) (ensemble de Cantor dans I?) :

Nes1 Cln,yzn, 0, .-
A partir du segment I on construit quatre sous-segments Iy, I, I3, I,

1 21 2 7 8
TR R S O 4 N

On itere le procédé pour obtenir des segments en bijection avec S, et chaque (£,),>1 € ¥ définit un
unique point de I(3y (ensemble de Cantor dans I) : nnZl I, . y-Onalle, 2. 0. = —

2.1. Construction de f : I* - R

On considére fo une fonction C* sur int(7?), nulle sur 812, constante et cgalc 2 8/9+b; sur C,,
pour i € {1 2, 3,4}, telle que sa différentielle ne s’annule pas sur mt(I a\ Ul , Ci) et pour tout
k> 1: D* fo(x, y) — O lorsque (z, y) tend vers un point de 8 (Ji, Ci) UdI2. La fonction fo
permet de définir une fonction f; qui coincide avec fo sur I?\int (;_; C;), de la facon suivante :

pour tout i = {1, 2, 3, 4} on note 7; : C; — I? la translation qui centre C; en (3, 1), et

T, 0, ...

T3 I? - R? et Ty R—-R
o
(way)_'ﬁ(may) a—>§

puis on pose : 1h; = w90 foomgoT : C; — R, que I'on prolonge a I? tout entier en 1h; = 0 sur

I?\C,, et on note finalement : f; = fo+ 5 - , 1h;. De méme on construit f, : 2 — R, égale A f; sur
24 » . i=1 g

I*\int (Uiyj€{1121314} C;, ;) en définissant 4h; ; : C; ; — Rpar : 3h; j =m90m g0 foompor 5 :

C; ; — R ol la translation 7; ; : C; ; — R? centre C; ; en (3, 3).
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0
On obtient ainsi par récurrence une fonction f : SR qui est C* sur int (I?\C(B)) dont
la différentielle sur int (I2\C(3)) ne s’annule que sur les Clzp)ns,) pOUr (Zn),5, € S. Enfin,
regardons I'image par f de C(8). Si z = (zn),,»; € X(= C(B)) on a, par construction de f :

f(z)=z>0 9 (8/9+§1)—1+Z 5’ on &=0b; siz;=j€{l,2 3, 4}.

120
En notant Z = (z,),,; € ¥ (= [(3))on obtient : f(z) = 1+ Z et f établit donc une bijection
entre C(B) et 1 + I3.

2.2. Régularité de f sur I? et lieu critique de f
o f est différentiable sur IZ.
Soit = (zn),»; € X = C(B) ; on montre que C(B) C CY.
Pour h # 0 dans R?, évaluons Ap(h) = M-(i?h‘_u(ﬂ Comme h # 0, il existe n, > 1 tel que :

(H T+h€Cay, 2n1,0., THRECq, 20, 1 24,0,
On a ainsi les inégalités :

2 V287", f(z+h) - f(@)| < =

= gﬂh—l »
et on a donc A, (h) < Wi)n"ﬁ — O quand h — 0, pour 2 < 8 < 9.

* f est deux fois différentiable sur I2.

Soient Al(h) = ”ﬂfﬁf—‘f—hm, p une borne de || D foe)|| sur I? et ny, tel que Ion ait (1). On a alors

4 .
sur C(Ilwuyfnh—ly()y-—.)\Ui:l C(Il,...,:tnh_l,i,o,“.) .

2 f= fnh—2 + nh—lil:cl.‘.:c,,h_l

ol fn, _2 est la valeur (constante) de f,, -2 sur C(ru.‘.,rnh_l,O,.‘.% Mais sur C(I“,”,Inh_how) :

- -1
(3) "h—1h1‘1~~-1‘n o = (Wl/g)nh ! o fO o (Wﬂ)nh O Tz xp, -1
h A

On en déduit que |Df(z + h)|| < u%,;:—:—:, et donc que

ny —1 ﬂnh ﬂ ﬂ?
Loy <p '6 — — .
AL(h) < e, 5B \/_ < ) 0, quand h - 0, et 2< 3 <3

* f est C7, pour tout o € [3; 2123
Choisissons 2 < 8 < v/9 et montrons que f est trois fois différentiable sur int(12), et D3f(z) =0
pour tout z € C( ﬂ)

Soit A2(h) = L2IEthIl . o) 5 par (2) et (3) :

IR
(62

nD%u+hmsﬂ'9M4

ot ' majore ||D?fo(€)| sur I°.

ny— n np—1
Donc AQ(h)<p’<£2) " %h——y, -\g:( ) " — 0, quand h — 0.
On montre pour finir que f est C°, avec o = 2In3/ lnﬂ 2 < B < /9. 11 suffit pour cela de vérifier

que localement en z € C(8), le rapport A2 ,(h) = ﬂ%—%%”m est borné.
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Or si p” est un majorant de || D3fo(&)|| sur I2, et si fi est la constante p” \—/i-’%ﬁ‘":’, par (2)
et (3), on a la majoration suivante :

3\ el ong(o-3)
3 < " _/B_ ,B = 7.
Az (h) S p ( 9 ) V=

* On a donc construit f : I? CIlo= len—‘g € [3; A3 [ telle que (cf. [2]) :

0< HZIHZ/IHB(C(ﬂ)) — HZInZ/lnﬂ(c(ﬂ)) et 0< Han/lnB(I(s)) — Han/lnS(f(C}))) < 0.

Conclusion

Les hypothéses du théoreme sont bien dans le meilleur rapport (notons que ’on aurait pu aussi bien
=9 lno .
construire f de classe C°=%?%% 2 I'aide de I(a>2), au lieu de I(3)).
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