LICENCE DE MATHEMATIQUES UNIVERSITE SAVOIE MONT BLANC

MATHS502 - Devoir 1

On considere 'arc paramétré v = (R*, f) de R? ou f : R* — R2 est I’application définie
par
t —sint 1 —cost

2 12

ft) =(

).

On note .¥ le support de ~.

1. Pourquoi suffit-il d’étudier cet arc sur ]0, 400 en vue de tracer . ? L’arc v admet-il
des branches infinies ?

2. Donner le tableau de variations des deux composantes de f. Indiquer les parametres
t en lesquels v possede des tangentes horizontales.

(Indication. Pour déterminer le signe des dérivées des composantes de f’, on aura intérét
& simplifier leur expression & 1’aide des formules 1 + cost = 2 cos? %, 1 — cost = 2sin? % et
sint = 2 cos % sin % On pourra ensuite étudier une fonction auxiliaire).

3. Donner les points singuliers de v et étudier I'allure de . au voisinage de ces points.

4. Donner ’équation de la tangente en ces points. Montrer que ces tangentes passent

toutes par un méme point (0, 5) de I'axe Oy.

5. Montrer que les points singuliers de « sont tous situés sur un méme cercle dont on
donnera le centre et le rayon.

6. Donner la courbure de v en chacun des points de tangente horizontale, ainsi que
le centre de courbure.

7. Représenter 7.



Corrigé

t —sint 1 —cost
1. L’arc v est un arc C* de R?. Notons x(t) = —2 et y(t) = — Quel que
soit ¢ € RY, x(—t) = —x(t) et y(—t) = y(t) de sorte que le support ._ du sous-arc g+
est le I'image du support %4 du sous-arc YRy par la symétrie d’axe Oy et de direction
Oz. 11 suffit donc pour tracer . de tracer .7;.

Les branches infinies de v sont & rechercher pour le parametre 0 et en +oo. Or, les

développements limités des fonctions sin et cos a 'ordre 3 montrent que limy_,oz(t) = 0

1
et limy,oy(t) = 3 Et d’autre part lim; 1 f(t) = (0,0). L’arc n’admet donc pas de

branches infinies.

2. Quel que soit t > 0, on a

—t(1 t) 4 2sint t?sint — 2t(1 — cost
(1) = (1+ cost) + 2sin ) = sin (1 — cos )

t3 t3

En utilisant 1 4 cost = 2 cos? %, 1 — cost = 2sin? % et sint = 2 cos % sin %, on obtient

_2cost _2sin£ t t

5 t t
7' (t) = 3 2 (2sin§ —tcos 5), y'(t) = 3 2 (tcos 3 2 sin 5)
Et donc . .
2cos 5 —2sin 5
:C/(t) = 3 : h(t)’ y,(t) = TQh(t)v
ou

t t
h(t) = 2sin§ — tcos 3

Etudions le signe de 2’(t) et pour cela étudions le signe de h(t). On a
B'(t) = tsint/2,

donc

— sur les intervalles [4km,4km + 27|,k € Z% : h'(t) > 0 et h(dkm) = —4kn < 0,
h(4km + ) = 2 > 0. Donc par le théoreme des valeurs intermédiaires h ne s’annule
qu’une fois sur [4kw, 4km + 7], en ag.

— sur les intervalles [4dkm+2m, 4(k+1)r|, k € Z* : b/ (t) < 0 et h(4dkm+27) = dkn+2m >
0, h(4dkm + 37) = —2 < 0. Donc par le théoréeme des valeurs intermédiaires h ne
s’annule qu'une fois sur [4kw + 27, 4km + 37, en Sy.

— sur lintervalle [0,47] : A/(t) > 0 sur [0, 27], h(0) = 0, h(27) = 27 et h/(t) < 0 sur

[2m, 4], h(27) = 27, h(47w) = —4m, donc h ne s’annule qu’une fois sur [27, 37|, en
Bo-
En conclusion le tableau de variations de h est le suivant, pour k € Z*
t 4k Qg 4k + )m (4k + 2)m B (4k + 3)m (4k + 4)m
R (t) 0 + + + 0 — — — 0
4k + 2
W+
2 0
h(t) o— T

2
— T (k4 A




D’autre part cost/2 > 0 <= t € [4kmw + 3w, 4km + 57|, ce qui donne le tableau de

variations suivant de ¢ — x(t), pour k € Z*

t 4km Qg (4k +1)m Bk (4k + 3)7 (4k + 4)7
h(t) - 0 + + 0 —
cos + + 0 - 0 +
z'(t) - 0 + 0 - 0 0 -
1
ikm @k+D)m 4k+3)7r
z(t
ag (4k+4)7
On obtient de la méme maniere le tableau de variations de ¢ — y(t), pour k € Z7
t Ak ay, (4k + D)7 (4k + 2)7 By (4k + 3)m (4k + 4
h(t) —~ 0 - + - 0 — -
—sing | 0 - - - 0 + + + 0
y'(t) 0 + 0 - — 0 + 0 - - 0
L 1 1
4k (4k+1)m (4k+3)m
x(t
(v T~ \ / L
ag (4k+4)m
Uk Vg
y(t) / \ / \
0 0 0

Et sur [0,47], on a par ailleurs les variations

™



t 0 m 2 Bo 3 4
h(t) + + + 0 - -
—sing | 0 - - 0 + + + 0
cos § + 0 - - - 0 +
40 + 0 - - 0 + 0 -
Y (t) - - 0 + 0 - - 0
S .
«(t) / L / \
0 I bo i

/
\
/

Si l'arc v posséde une tangente horizontale au parametre t, nécessairement /(t) = 0.
En effet, sinon f(t) # 0 et le vecteur f'(¢) qui dirige la tangente & v en f(t) possede une
seconde composante non nulle, ce qui exclut une tangente horizontale. Les parameétres en
lesquels y s’annule sont 2w, By, 47, aq, 67, 51,87, . .., 4km, oy, (4k + 2)m, By, . . . parmi ceux-
ci, les parametres pour lesquels x’ ne s’annule pas garantissent une tangente horizontale.
Ce sont les parametres :

2, 4m, ... 4km, (4k + 2)7, ... = {t, = 2pm;p € Z }.
En ces points 1, on a f(t) = (5 —.0)
n ces points t,, on a =(=—,0).
P P P 2pm
En les points g, aq,..., ok, Bk, ... & la fois 2’ et y/ s’annulent. Pour déterminer les

tangentes en ces points singuliers (qui pourraient trés bien étre horizontales), il faut pousser
I’étude aux dérivées supérieures et déterminer 'allure locale du support (cf question 3).

3. Etudions donc «v en les parametres ay, O;. Ces points sont caractérisés par h(ay) =
h(Br) = 0, oy €ldkm, (4k + 1)7| et Bi €](4k + 2)7, (4k + 3)x[. Pour simplifier, dans toute
la suite, notons indifféremment o un parametre oy ou SB;. On a

ha) =0 <= %cos%zsin%. (1)
2cos L —2sin i
Maintenant comme ' (t) = 3 2h(t), y'(t) = T2h(t) et h'(t) = tsin %7 on a

2cos & 2cos & 2 i
2(t) = (5 2)'h(t) + =5 2H (1), et done 2"(a) = — cos % sin% = 81220‘ £ 0.
—2sin i —2sin i -2 «
" _ 2\/ 21/ " _ 2
y'(t) = (T) h(t) + Th (t), et donc y"'(a) = —zsin’ 5 # 0.




La tangente T, a v en les points singuliers « est donc dirigée par

2 —2
(@) = (? cos % sin %, w2 sin? %),
ou encore par
(cos g, —sin g) = (cos g, ~ % cos g),
2 2 2 2 2
et finalement par
S e
o1, )

En particulier la pente de T, étant _7&, la tangente T, tend a devenir verticale lorsque
o — +00.

Pour déterminer la nature des points singuliers «, on dérive une fois de plus les com-
posantes = et y de f. On obtient

1 t t
2 cos 5 2 cos 5 2 cos 5

#(8) = (S 2)R(E) + 2AE 2R () + SRR 1)

2cos 5 2cos § —2 a
7z . 2Ny / 2 1 . . .2
" (a) = 2( 3 ) (t=a)h (a)—i—Th (a)—$(2sma+asm 5)
—2sin i —2sin ¢ -2.3
y" () = 2(%)’@ = o)l (a) + %h”(a} = g(ia sin a — 5 sin? %)

On vérifie que () et f"'(«) sont linéairement indépendants. On en conclut qu’en « 1'arc
~ possede un point de rebroussement de premiere espece.

4. On a . )
a—sina 1—cosa
(3)

ma:f(a):( ) ) 2 )

« (0%

L’équation de la tangente T, a v en myq, qui est dirigée par 7 = (1, —%5) d’apres (2), est

donc . .
— cos « o —sin o
Yy - —=—— (X - —
o? 2( a? )
o 1 1—cosa sina
Y =—X+— — )
2 + 2+ o? 2c¢

Or en utilisant 1 — cos a = 2 sin? 5 et sina=2cos §sing, on a

1—cosa sina 2sin? % coS % sin%

a? 2 a? a
Puis en utilisant (1), on en déduit que

1—cosa sina 281112% 2sin2% 0
a? 20 a? o '

On en conclut que la tangente T, a pour équation

« 1
Y =—X+—-.
2 +2

Quel que soit «, Ty, passe donc par le point (0, %) de Oy.



5. Pour o un paramétre tel que f/(a) =0 (ie a = ap ou a = ), on a d’apres (3),

oa—sina 1—cosa

2 ) a2 )'

me = ( 5

On a alors d’une part, toujours d’apres (1),

a—sina a—2cos§sing a—acosQ% 1—10052%
o? a? o? @
sin? 5 gcosgsing 1 a . )
= = = —cos —sin — = — sina.
« a 2 2 2 4

Et d’autre part encore d’apres (1)

l—cosa 2sin’% 1 ,a«

= = —1(1+ )
5 = 3 —2COS 2—4 CoS v ).

(07

En conclusion

de sorte que

1
11 s’ensuit que les points singuliers m,, sont tous sur le cercle ¢ de centre (0, 1) et de rayon
1

Z.
6. Les points en lesquels v admet une tangente horizontale sont les points f(2pm) =
1
(=—,0), p € Z%, d’apres la question 2.
2pm
Orientons le plan par la base canonique. Le rayon de courbure algébrique en ces points

1/ () . : :
est donné par R(t,) = . Le déterminant étant alors celui de la matrice
g det(f'(tp), f" (tp))
des coordonnées de f’(t,) et de f”(t,) dans la base canonique (ou dans toute autre base or-
thonormée de R? et dans l'orientation de la base canonique, par invariance du déterminant

dans une base orthonormée quelconque d’une méme classe d’orientation...). On a

1
f'(t) = t—3(—t —tcost + 2sint, —2 4 tsint + 2 cost)

! Gsint 6 6cost
f”(t)ztg(2+4cost+tsint_ Sin ,—4Sint+tcost+¥_ c;)s )
Et donc
)= —— (4. 0) = (——— IO _
D 8])3773 pT, 2p271'2 ) ) 1% 8p37-‘-3 ,2pm),
. 1 1 -1 6 1
el 8pom?’ det(f (2pm), £7(2pm)) = 8373 2p2r2 det ( 0 2p7r> Spint’

Et finalement 1



La tangente étant horizontale et de méme sens que —ep, le vecteur normal n est —es. Le
centre de courbure en f(t,) est donc

C(tp)=f(tp)+R(tp)n=(2;7r,0)+(07 S Y-

P22 opr’ P22 )-

Quel que soit p € Z* , C(t,) est situé sur la parabole d’équation y = 422,

7. On peut représenter le support . de ~.

y:4Xz

:

< 1m

f(1/2pm)




