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Probleme CAPES. Sujet zéro 2011. (Décomposition polaire dans GI,(R)) - Groupe orthogonal
compacité et maximalité.

Le but de ce probléme est d’établir I'existence de la décomposition polaire dans GL,(R) et d’en donner une

conséquence topologique.
Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul.
Notations et conventions

o [1,n] : Pensemble des nombres entiers compris entre 1 et n

e Si F est un ensemble, idg désigne I'application identité de E sur F
e Si A est une matrice, A désigne sa transposée

e M, (R) : 'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes

e [, : la matrice identité dans M, (R)

e GL,(R) : ensemble des matrices inversibles dans M, (R)

e O, (R) : ensemble des matrices orthogonales dans M, (R), i.e.

On(R) = {A € M, (R); A'A = I,,}

e S, (R) (respectivement S;F(R), S;7T(R) : I'ensemble des matrices symétriques (respectivement symétriques
positives, symétriques définies positives) dans M, (R)

e Si E est un espace euclidien, S(E) (respectivement ST(E), ST(E)) désigne I’ensemble des endomorphismes
autoadjoints (respectivement autoadjoints positifs, autoadjoints définis positifs) de E.

I. Racine carrée d’une matrice symétrique réelle définie positive

Soit A € STTn(R). Le but de cette partie est d’établir 'existence et I'unicité d’une matrice S € S;F(R) telle
que A = S%. La matrice S est appelée la racine carrée de A.
Soient E un espace euclidien et f € S;7T(E). On note Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de f, E1, ..., E,. les

espaces propres respectivement associés a Aq, ..., A\, et dq, ..., d, leurs dimensions respectives.

1) Supposons qu'il existe g € S;F+(E) tel que f = g2.
a) Montrer que fog=go f et en déduire que, pour tout i € [1,7], g laisse stable F;. Pour tout i € [1,r], on
note alors g; la restriction de g a Fj;.
b) Soit ¢ € [1,7].

i) Montrer que g; est diagonalisable et que ses valeurs propres i1, ..., a, sont strictement positives.
ii) Montrer que g? = \;idg; et en déduire que pg = - = pg, = V' A;, puis que g; = V\iidg,.

¢) En déduire que g est unique.
2) Utiliser 1.c) pour montrer qu’il existe g € S;7*(FE) tel que f = g°.
3) Conclure.
II. Décomposition polaire dans GL,(R)
Le but de cette partie est de montrer que pour tout M € GL,(R), il existe un et un seul couple (O, S) €
On(R) x SFT(R) tel que M = OS. (Cette décomposition unique de M est appelée sa décomposition polaire.)
II.1. Existence de (O, S)

Soit donc M € GL,(R).
a) Montrer que M'M € S (R).



On note alors S la racine carrée de M*M et on pose O = (M ~1)tS.

b) Montrer que O appartient & O, (R) et que M = OS.

I1.2 Unicité de (O, S)

Soient 0,0’ € O, (R) et S, 5" € STT(R) tels que M = OS = 0'S’. Calculer M'M de deux fagons différentes et
en déduire S = S’ puis O = O'.

III. Compacité de O, (R)

Le but de cette partie est de montrer que O, (R) est une partie compacte de M, (R) et maximale pour cette

propriété parmi les sous-groupes de GL,,(R).
ITI.1. Préliminaire

Pour toute matrice A = (a;;)i; € My,(R), on pose N(A) = maz{|a;;|; (i,j) € [1,n]*}.
a) Montrer que lapplication N ainsi définie sur M, (R) est une norme.

Dans toute la suite du probléme, on considerera le R-espace vectoriel M,,(R) ainsi normé.

b) Soient une suite (A,), dans M,(R) et un élément A de M, (R). On note A = (a;;);; et pour tout p € N,
A, = (0D, ;
P az] ]
Montrer que la suite (A,), converge vers A si, et seulement si, pour tout (4,7) € [1,n]?, la suite (az(-j-’))p converge
VErs Q.
¢) Montrer que les applications ¢ et p respectivement définies par

t:My(R) — M,(R), A A

et
p: Mp(R) x M,(R) — M, (R), (A, B) — AB

sont continues.
II1.2. Compacité de O, (R)

a) Montrer que O, (R) est une partie fermée dans M, (R).
b) Soit A = (aij)i,j S On(R)

n
i) Montrer que, pour tout i € [1,n], on a Za]zi =1.
j=1
ii) En déduire que N(A) = 1.
¢) En déduire que O,,(R) est une partie compacte de M, (R).

II1.3. Propriété de maximalité

Soit G un sous-groupe de GL,(R) tel que G soit une partie compacte de M, (R) contenant O,,(R).
Soit M € G. On considere la décomposition polaire M = OS de M.

M 0O - 0
a) Rappeler pourquoi existe P € O, (R), Ay, -+, A\, € R et D=| 0 --- 0 0 | telsque PSP~ =D.
0 -+ 0 M\,

b) Montrer que S et P appartiennent & G puis que, pour tout p € N, DP appartient aussi & G.
c¢) En déduire, en utilisant que G est un sous-groupe, compact, de GL,,(R), que pour tout ¢ € [1,n], on a A\; = 1.
d) En déduire que M = O et conclure.



