LICENCE DE MATHEMATIQUES UNIVERSITE SAVOIE MONT BLANC

MATH321 - Devoir 2

Probléeme

Soit (an)nen une suite de nombres réels ou ap,ag,--- sont tous non nuls. La donnée
d’une telle suite permet d’en considérer une nouvelle, (¢, )nen, dite fraction continue as-
sociée a (ap)nen, en posant pour tout n € N :

1
co=ap, cit=a+ —, ca=ay+ ———,-, Cp =00+
al 1 1
CLl'f‘* CL1+
a 1

e
anp,

On note plus commodément dans la suite les termes ¢, de la fraction continue (¢ )pen
par [ag, a1, - ,a,]t. Les termes a, de la suite initiale (a,)nen s’appellent les quotients
partiels (d’ordre n) de la fraction continue.

Dans la suite du probléme on suppose que pour tout n > 0, a,, > 0.

PARTIE I

I.1. En remarquant que [ag,- - ,an,ant1] se calcule comme [ag, -, ap—1,ay], mais

avec an + a la place de ay, montrer par récurrence qu'en posant p_s = 0,q_o =

an+1
1,p-1=1,9-1 =0, et pour tout n >0

Pn = QpPp—1 + Pn—2
Qn = AnQp—1 + qn-2
on a

Vn>0, g, #0 et @:cn.

an

On suppose dans tout le reste du probléme que les nombres a, € N* 2. Il s’ensuit que pour
tout n, ¢, € Q4.

I1.2. Montrer par récurrence que pour tout n > 0, pngn_1 — Pn_1Gn = (—1)”_:l et que
pour tout n > 1, ppgn—2 —Pn—2qn = (—1)"a,. En déduire que p, A g, = 1, pour tout n > 1.

La fraction Pn est donc irréductible.
qn

On dit que Pr est Ia réduite d’ordre n de la fraction continue (Cn)nen-
qn

1 1 1 . , "y
--- — est aussi adoptée dans la littérature.
(11+ CL2+ Qn
2. On pourrait cependant sans changement dans ce qui suit supposer que ag € Z.

1. Parfois la notation ag +




I1.3. Montrer que la suite des dénominateurs ¢i, s, - des réduites est strictement
croissante et que pour tout n > 2

Pn  Pa-1 (=D

dn dn—1 dndn—1

@ N Pn—2 (_1)nan

dn qn—2 gnQqn—2

I.4. Montrer que les suites (pﬂ)nx et (%)n>l sont adjacentes. On note alors
Qon Q2n+1
[ag, a1, ag, -] la limite de la suite (¢;)nen-
PARTIE II

Rappelons que la partie entiere d’'un nombre réel z est l'unique entier |x| tel que
|x] <z < |z]+1 et que la partie fractionnaire de x est alors {z} =z — |z].

Etant donné un réel € > 0, on lui associe les suites (a,) et (£,) suivantes (qui sont
éventuellement finies) définies par récurrence par :

fo=¢ ap= &), Enr = {;} et ans1 = [€nrr) sién @ N. (%)

Ces deux suites donc finies si et seulement si pour un certain entier N € N, {5 € N.
I1.1. Montrer que pour tout n € N pour lequel &,41 est défini,

f = [a07a17 T ,Gn,€n+1].

I1.2. On suppose dans cette question que & € Q4 et que & = B, avec pAqg=1. On

applique a p et g ’algorithme d’Euclide calculant le pged de p et g : on effectue la division
de p par g, de quotient g et de reste rg, puis la division de g par rg, de quotient ay et
de reste 7 etc... jusqu’a obtenir a la N ieme division (I’entier N dépendant de p et ¢) le
reste ry_1 = 1 = pged(p, q) :

P = qag + 1o, 0<r0<q
q = roa1 + 11, 0<r <mrg
TN-3 =TN-—20aN-1+ 1
Montrer que P_ [, 1, -+ yaN—1,TN—2].
q
I1.3. Déduire des deux questions précédentes que les suites (&,) et (a,) associées au

réel § par (*) sont infinies si et seulement si ¢ est irrationnel (on pourra montrer que si
& = p/q est rationnel, alors {n = ry_2).

On suppose a partir de maintenant que £ ¢ Q, et donc que la suite (a,)nen associée a & est infinie.



I1.4. Pour n € N*, on définit la fonction f, : R} — R par f,(z) := [ag, -, an-1,2].
Montrer, en utilisant le théoreme des fonctions composées monotones, que f,, est croissante
si n est pair et décroissante si n est impair.

I1.5. En remarquant que &, > a,, montrer que pour tout k > 1,
§ = far(§ar) > far(azk) = cox,

£ = far—1(8ak-1) < for—1(agk—1) = c2p—1.

Autrement dit, £ est compris entre deux réduites quelconques consécutives de la fraction
continue construite sur la suite (a,)pen associée a & par (x). En conclure a 'aide de la
question 1.3 que

6~ cal <
n| —= 27

n

et en particulier que (¢, )nen converge vers &.

I1.6. Montrer qu’étant donné un réel £ > 0, £ & Q, il existe une infinité de rationnels
p

= tels que?
¢ 1
p
e-Li<=.
| q! 7z
PARTIE III

ITII.1. Dans cette question £ = /2. On cherche la fraction continue associée & /2 par

(¥). Comme on a [v2] =1, 0n a

1
\/5_1+§—1.

ITI.1.a Montrer que & =1+ V2 et en déduire que a; = 2 et & = £;1. En conclure
que V2 =[1,2,2,2,---].

IIT.1.b Calculer alors la réduite d’ordre 4 de [1,2,2,2,---] et en déduire une ap-
proximation de /2 par un rationnel & une erreur que l’on donnera.

1

II1.2. Dans cette question £ est la solution positive de I’équation =z = 1 + —. Cal-
T

1
culer £. Déduire de z = 1 + — la fraction continue associée a & par (x), puis donner une

T
approximation de & & 10~ pres.

IIL.3. A laide d’une calculatrice et de cette méthode, donner une approximation de
7 par un rationnel & 1079 pres.

3. Remarquons que plus le réel positif 7 est grand, meilleure est 'approximation de £ par le rationnel
p/q vérifiant |£ — §| < q%. La question II.5 assure que ’on peut approximer n’importe quel irrationnel par
une suite de rationnels avec 7 = 2. Cependant en général, on ne peut pas faire mieux : le théoreme de K.
Roth montre que si £ est un nombre algébrique (ie racine d’un polynéme non nul & coefficients entiers) non
rationnel, alors pour tout € > 0, il n’existe qu'un nombre fini de rationnels p/q tels que | — §| < #, 1l
s’ensuit en particulier que si ’on peut approcher indéfiniment un nombre réel £ € Q & un ordre 7 > 2, &
n’est pas algébrique (un nombre non algébrique est dit transcendant). K. Roth a obtenu la médaille Fields
en 1958 pour ce résultat.



