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MATH401 - Contrôle continue du 18 février 2020

Aucun document, aucun appareil électronique autorisé. Les points en marge sont donnés à titre de
comparaison d’une question à l’autre. Les notes seront ramenées à 20.

La note tiendra grandement compte de la clarté de l’argumentation et de la rigueur de l’expres-
sion.

(2pts) Questions de cours 1. Soit (an)n∈N une suite réelle. Donner la définition de la convergence de la
série Σan et montrer que si Σan converge, limn→+∞ an = 0.

(2pts) Questions de cours 2. Énoncer la règle de comparaison série-intégrale.

(2pts) Questions de cours 3. Soit I un intervalle de R. Donner la définition de la convergence uniforme
sur I d’une suite de fonctions (fn)n∈N vers une fonction f .

Exercice 1. Soit an = log(1 + (−1)n
n ), n ∈ N \ {0, 1}.

(2pts) 1. Étudier le signe de an.

(2pts) 2. Peut-on appliquer le théorème des séries alternées à la série Σan ?

(2pts) 3. Montrer qu’il existe une suite (αn)n∈N de limite nulle telle que pour tout n ≥ 2

an =
(−1)n

n
− 1

2n2
+
αn
n2
.

(2pts) 4. Montrer que la série
∑ αn

n2 converge. En déduire la nature de la série Σan.

Exercice 2. Soient an = 1
n log5 n

, n ≥ 2, et g : [2,+∞[→ R la fonction définie par g(x) = 1
−4 log4 x

pour x ≥ 2.

(2pts) 1. Montrer que g est C∞, calculer g′ et montrer sans calcul que g′ est décroissante.

(2pts) 2. À l’aide de la question précédente, montrer que Σan converge.

(2pts) 3 Trouver un équivalent du reste d’ordre n de la série Σan.

Exercice 3. Soit σ : N→ N une injection.

(2pts) 1. Soit n ≥ 1. Montrer que pour tout p ≥ 1

2p∑
n=p

σ(n)

n2
≥ 1

4p2

2p∑
n=p

σ(n)

(2pts) 2. Montrer que parmi les p + 1 entiers σ(p), · · · , σ(2p), il y en a nécessairement bp2c qui sont
supérieurs à bp2c (b c représente la partie entière).

(2pts) 3. Conclure des deux questions précédentes que Σσ(n)
n2 diverge.
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Exercice 4. Soit (fn)n∈N la suite de fonctions fn : [0, 1]→ R, définie par

fn(x) =

(
x− 1

n

x+ 1
n

)2

(2pts) 1. Montrer que la suite (fn)n∈N converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que l’on
déterminera.

(2pts) 2. La suite (fn)n∈N converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?


