LICENCE DE MATHEMATIQUES UNIVERSITE SAVOIE MONT BLANC

(2pts)

(2pts)

(2pts)
(2pts)
(2pts)

(2pts)

(2pts)

(2pts)

(2pts)

(2pts)

(2pts)

MATHG602 - Controle du 18 février 2020

Aucun document, aucun appareil électronique autorisé. Les points en marge sont donnés a titre
de comparaison d’une question a 'autre. Les notes seront ramenées a 20.

La note tiendra grandement compte de la clarté de 'argumentation et de la rigueur de I’expres-
sion.

Questions de cours. Donner la définition d’une paramétrisation normale d'un C'-arc géométrique
I' de R™. Montrer qu’'une telle paramétrisation existe si et seulement si I' est immergé.

Questions de cours. Donner la définition de la courbure d'un C?-arc géométrique orienté I' de
R", lorsque n > 3.

Exercice 1.  On considere l'arc paramétré v = (I, f) de R?, ou I =]0,4[ et ou pour tout t € I

f(t) = (sin(t), sin(2t)).

1. Chercher les points multiples de ~.

2. Donner les points singuliers et les points réguliers de ~.

3. Tracer le support ., de 7.

4. L’arc T est-il plongé dans R??
Exercice 2.  On considere I'arc paramétré a = (J,g) on J =] — Z, Z[ et pour tout ¢t € J,
g(t) = (t,sint). Le plan R? est orienté par la base canonique .

1. Pour t € J, donner le repere de Frenet de o en m = g().

2. Dessiner dans le plan rapporté au repere orthonormé (O, %), le support ., de 'arc « et
son repere de Frenet.

3. Calculer la courbure algébrique de « en t € J et placer le centre de courbure C(t) de « sur
la figure de la question précédente.

4. On note K le sous-ensemble de J sur lequel la fonction ¢ — C(t) est définie. Montrer que
Parc paramétré K > ¢t — C(t) admet une droite asymptote en ¢ = 0.

5. Expliquer géométriquement (sans calcul) le résultat de la question précédente.
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Exercice 1.

Question 1. On cherche des éléments distincts a,b € I =]0,4[ tels que f(a) = f(b), soit
sina = sin b et sin 2a = sin 2b.
- La premiere équation équivaut a a =b+2kmr oua =7 —b+ 2¢n, k,{ € Z. Comme a,b € I,
la premiere condition avec a # b, ne peut avoir lieu. La seconde condition conduit a £ = 0,
soit a =7 — b.
- La seconde équation équivaut & 2a = 2b + 2mm ou 2a = ® — 2b + 2n7, avec m,n € Z. La
derniere égalité ne peut avoir lieu lorsque @ = 7 — b. La premiere égalité, lorsque a = 7 — b,

donne
1
27r—2b:2b+2m7r<:>b:p; mpel.
Cette équation possede une solution b € [0,4[ uniquement lorsque p = —1, p =0 et p = 1.

Dans le premier cas on obtient b = 0,a = w, dans le deuxiétme a = b = 7/2 et dans le
troisieme cas b = 7w,a = 0.
En conclusion 7 ne posséde aucun point multiple. Notons cependant que O = lim;_,o+ f(t) = f(7).

Question 2. Les points de « étant simples, les points singuliers sont les points stationnaires
donnés par f'(t) = (cost,2cos2t) = (0,0). Or cost = 0 et t € I donne t = 7/2, mais cos 2t # 0
pour t = 7/2. Donc v est un arc régulier.

Question 3. L’étude des variations des composantes f; et fo de f conduit a la représentation
suivante du support de 7.

Question 4. L’arc v est immergé et f : I — .7, est une bijection continue. En revanche
g= f':., — I nest pas continue car la suite (m, = f(1/n)),>1 de O € .%, a pour limite
O = f(m) € %, mais g(m,) = 1/n ne tend pas vers g(O) = .

Exercice 2.

Question 1. L’arc a est cartésien dans le repere O, %, il est donc plongé. On a pour tout t € J,
g'(t) = (1,cost), d’ott
- 1 cost
V1+cos2t 1+ cos2t’




En posant
cost 1

_\/1 +cosZt’ \/1—|—cos2t)7

on a d’une part (tjn) = 0 et det(t,n) = 1 > 0. Donc la base & = (n,n) est dans l'orientation de
%. 1l sensuit que (g(t),t,n) est le repére de Frenet de o en m = g(¢).

n=(

Question 2. Le support ., de « est le graphe de = + sinz sur J.
Question 3. La courbure algébrique p(t) de « en ¢t € J est donnée par la formule

_det(g'(t),g"(t))  —sint
o) = g’ @)1 (14 cos2t)3/2’

en conséquence
1 (1 + cos? t)3/2

R(t)=—= =
®) p(t) —sint
1 21)3/2 s£(1 4 cos t 1 2t
Ct) = gty + LFOSTDYE st eosTt) oy IEcosTEy
—sint sint sint

La courbure de « est nulle en ¢ = 0. Notons quc ceci équivaut & dire qu'en ¢ = 0, det(¢’(t), g"(t)) =
0, autrement dit que f/(0) et f”(0) ne sont pas linéairement indépendants. On a d’autre part
g"'(0) = (0,—1) et donc le systeme (¢'(0), g""(0)) est libre. Il s’ensuit qu’en O l'arc « présente un
point d’inflexion. Le centre de courbure est situé sur la droite g(t) + Rn et dans le demi-plan de
concavité du support déterminé par la tangente en ¢(t). La concavité de ., change en O (voir la
figure). Le rayon de courbure est ainsi infini en O et l'arc C' est défini sur K = J \ {0}.

C(t)\
n

t C(1)

Question 4. L’arc paramétré C' admet en t = 0 une branche infinie, correspondant au fait que
le rayon de courbure tend vers l'infini en ¢ = 0. En notant C; et Cy les deux composantes de C,
on a Cy(t) ~io t 42/t et Co(t) ~po t — 2/t, donc Ca(t)/C1(t) =10 —1. Enfin

cost — 1)(1 + cos® ¢ 2
( )( ) ~i0 — —¢—0 0.
sint sint

Cy(t) — (—-1)Ci(t) =sint —t +




On en conclut que 'arc C' admet pour asymptote la droite A d’équation ¥ = X.

Question 5. On a pour tout ¢t € K, C(t) € g(t) + R(¢t)n. Or la droite g(t) + R(¢)n tend vers la
droite A quand ¢t — 0. D’autre part ||C(¢)|| — oo quand ¢ — 0. Ceci explique que l'arc C' admette
A pour droite asymptote. Il en va ainsi pour chaque point d’inflexion des arcs paramétrés.




