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Introduction. Étudier l’exemple 4.0.22 du cours qui justifie la définition de l’aire
A (σ) d’une C1-surface paramétrée régulière et orientée σ = (U, f) par la formule encadrée
(37) :

A (σ) :=

∫
(u,v)∈U

‖(f ′x ∧ f ′y)(u, v)‖ dµ2(u, v),

où µ2 désigne la mesure de Lebesgue de R2.

Surfaces minimales. On fixe l’orientation de R3 comme étant celle de la base
canonique de R3. On dit qu’une C2-surface paramétrée régulière σ = (U, f) de R3 est
minimale si sa courbure moyenne 1/2(σ1(u, v) + σ2(u, v)) est nulle en tout paramètre
(u, v) ∈ U . Autrement dit σ est minimale si les deux valeurs propres de l’endomorphisme
hm de Weingarten sont opposées pour tout m ∈ Sσ.

Soit σ = (U, f) une C2-surface paramétrée régulière de R3. On note classiquement
N(u, v) le vecteur unitaire normal à σ en (u, v) ∈ U défini par

N(u, v) =
f ′x(u, v) ∧ f ′y(u, v)

‖f ′x(u, v) ∧ f ′y(u, v)‖
,

et on note E,F,G les coefficients de la première forme quadratique fondamentale de σ en
(u, v) dans la base Bf = (f ′x(u, v), f ′y(u, v)). Quand le paramètre (u, v) ∈ U est fixé et
lorsqu’aucune ambigüıté n’est à craindre, au besoin pour alléger les notations, on ne fait
plus mention de ce paramètre.

1. Montrer 1 que sur U , ‖f ′x ∧ f ′y‖ =
√
EG− F 2.

Soit h : U → R une fonction dérivable et ε > 0. La h-variation normale de σ est
l’application

ϕ : U×]− ε, ε[ → R3

(u, v, t) 7→ f(u, v) + th(u, v)N(u, v).

Pour t ∈] − ε, ε[, on définit la surface paramétrée σt := (U, f t) où f t(u, v) := ϕ(u, v, t).
Noter que σ0 = σ.

2. Représenter sur une figure le support S de σ, le vecteur N(u, v) en quelques points
(u, v) ∈ U et le support S t de σt pour la fonction h ≡ 1.

3. Calculer f t
′
x (u, v) = ∂f t

∂x (u, v) et f t
′
y (u, v) = ∂f t

∂y (u, v), pour tout (u, v, t) ∈ U×] −
ε, ε[.

1. Indication. Considérer la base orthonormée B de R3, dans la même orientation que celle de la base

canonique de R3 et donnée par B = (~a =
f ′
x

‖f ′
x‖ ,

~b,N), avec (~a,~b) base orthonormée du tangent à σ en

f(u, v). Noter θ la mesure de l’angle orienté entre ~a et f ′
y et calculer ‖f ′

x ∧ f ′
y‖2 à l’aide de la formule (1)

du Chapitre 1 du cours, c’est-à-dire à l’aide du déterminant dans la base B de (f ′
x ∧ f ′

y, f
′
x, f

′
f ).



4. Soit V ⊂ U un ouvert dont l’adhérence V est compacte. Montrer qu’il existe η > 0
tel que pour tout t ∈]− η, η[ la sous-surface σt�V×]−η,η[ est régulière.

Quitte à remplacer U par V et ε par η, on suppose à partir de maintenant que pour
tout t ∈]− ε, ε[, σt est régulière.

5. Soit t ∈]−ε, ε[ et (u, v) ∈ U . Calculer les coefficients Et, F t, Gt de la première forme
quadratique fondamentale de σt en (u, v) dans la base Bf t = (f t

′
x (u, v), f t

′
y (u, v)) en fonc-

tion de E,F,G et L,M,N (les coefficients de la seconde forme quadratique fondamentale
de σ en (u, v) dans la base Bf ), h, h′x, h

′
y, (N

′
x|N′x), (N′x|N′y) et (N′y|N′y).

6. Déduire de la question précédente que

EtGt − F t2 = (1− 4thH +R/(EG− F 2))(EG− F 2),

où R = R(t) = o(t) au voisinage de t = 0 et où H = 1/2(σ1 + σ2).

7. Déduire de la formule de l’aire d’une surface donnée en introduction et des ques-
tions 1 et 6 que A : t 7→ A (σt) est dérivable sur ]− ε, ε[ et que

A′(0) =
d

dt

[
t 7→ A (σt)

]
(0) = −2

∫
(u,v)∈U

h(u, v)H(u, v)
√
EG− F 2 dµ2(u, v)

8. En conclure que σ est minimale si et seulement si A′(0) = 0 pour toute fonction h.



Corrigé

Question 1. En reprenant les notations introduites dans l’indication, on a f ′x = ‖f ′x‖~a
et f ′y = ‖f ′y‖(cos θ~a+ sin θ~b). La formule (1) du Chapitre 1 donne alors

‖f ′x ∧ f ′y‖2 = (f ′x ∧ f ′y|f ′x ∧ f ′y) = det([f ′x ∧ f ′y]C , [f ′x]C , [f
′
y]C ),

puisque le produit vectoriel est calculé dans la base canonique C . Ou encore

‖f ′x ∧ f ′y‖2 = det([‖f ′x ∧ f ′y‖N]C , [‖f ′x‖~a]C , [‖f ′y‖(cos θ~a+ sin θ~b)]C )

= ‖f ′x ∧ f ′y‖ · ‖f ′x‖ · ‖f ′y‖ · det([N]C , [~a]C , [cos θ~a+ sin θ~b]C )

Mais comme B est une base orthonormée dans la même orientation que celle de C (voir
la Remarque 2.0.2 du Chapitre 1), on a

‖f ′x ∧ f ′y‖2 = ‖f ′x ∧ f ′y‖ · ‖f ′x‖ · ‖f ′y‖ · det([N]C , [~a]C , [cos θ~a+ sin θ~b]C )

= ‖f ′x ∧ f ′y‖ · ‖f ′x‖ · ‖f ′y‖ · det([N]B, [~a]B, [cos θ~a+ sin θ~b]B)

et donc

‖f ′x ∧ f ′y‖2 = ‖f ′x ∧ f ′y‖ · ‖f ′x‖ · ‖f ′y‖ · det

0 1 cos θ
0 0 sin θ
1 0 0

 .

Ce qui donne

‖f ′x∧f ′y‖2 = ‖f ′x‖2·‖f ′y‖2 sin2 θ = ‖f ′x‖2·‖f ′y‖2−‖f ′x‖2·‖f ′y‖2 cos2 θ = EG−(f ′x|f ′y)2 = EG−F 2.

Question 2. Le support de σt est le translaté de celui de σ par le vecteur tN(u, v), en
chaque paramètre (u, v) de U .

Sσ

Sσt
f(u,v)+ t N(u,v)

N(u,v)

f(u,v)

Question 3. On a

f t
′
x = f ′x + th′xN + thN′x, f t

′
y = f ′y + th′yN + thN′y,

où h′x = ∂h
∂x et h′y = ∂h

∂y .

Question 4. Fixons (u, v) ∈ U . Par hypothèse les vecteurs f ′x(u, v) et f ′y(u, v) sont
libres. Il existe alors un mineur 2 × 2 non nul extrait de M , la matrice 2 × 3 de leurs



coordonnées dans la base canonique. Disons pour fixer les idées qu’il s’agit du mineur
supérieur, formé par les deux premières lignes de M . Le déterminant est une applica-
tion continue et les expressions des vecteurs f t

′
x (x, y) et f t

′
y (x, y) obtenues à la question 3

montrent que ces deux vecteurs sont des fonctions continues de t, x et y. En conséquence
tout mineur extrait de M t, la matrice 2× 3 des coordonnées de f t

′
x (x, y) et f t

′
y (x, y) dans

la base canonique, est continu en (0, u, v). Comme de plus pour t = 0, x = u, y = v, on a
f t

′
x (x, y) = f ′x(u, v) et f t

′
y (x, y) = f ′y(u, v), on en déduit que, lorsque (t, x, y) → (0, u, v),

le mineur supérieur de M t converge vers le mineur supérieur de M , qui est non nul. En
conclusion, il existe η = η(u, v) > 0, Uu,v voisinage ouvert de (u, v) dans U tels que pour
tout (t, x, y) ∈]− η, η[×U(u,v), les vecteurs f t

′
x (x, y) et f t

′
y (x, y) sont libres.

Les ouverts U(u,v), pour (u, v) ∈ V̄ , recouvrent le compact V̄ . On en déduit un sous-
recouvrement fini U(u1,v1), . . . , U(un,vn) de V̄ . Le réel η > 0 défini par

η = min{η(ui,vi); i = 1, . . . , n}

répond alors à la question.

Question 5. On a par définition de Et et d’après la question 3,

Et = (f t
′
x |f t

′
x ) = (f ′x + th′xN + thN′x|f ′x + th′xN + thN′x).

Ce qui en tenant compte de N′x ⊥ f ′x et N ⊥ f ′x donne

Et = (f ′x|f ′x) + 2th(f ′x|N′x) + t2h
′2
x + t2h2(N′x|N′x).

Comme enfin L = −(f ′x|N′x), on obtient

Et = E − 2thL+ t2(h
′2
x + h2(N′x|N′x)).

Un calcul similaire conduit à

F t = F − 2thM + t2(h′xh
′
y + h2(N′x|N′y))

et
Gt = G− 2thN + t2(h

′2
y + h2(N′y|N′y)).

Question 6. D’après la question précédente et du fait queH = EN+LG−2FM/2(EG−
F 2), on a

EtGt − F t2 = EG− F 2 − 2th(EN + LG− 2FM) + ρ(t) = (EG− F 2)(1− 4thH) + ρ(t),

où ρ(t) = O(t2) = o(t). D’où l’expression demandée.

Question 7. D’après la question 6, en notant r(t) = R(t)/(EG − F 2), on a EtGt −
F t2 = (EG − F 2)(1 − 4thH + r(t)). Notons que EG − F 2 = ‖f ′x ∧ f ′y‖2 > 0 et de même
EtGt−F t2 > 0, de sorte que 1−4thH+r(t) > 0. D’après la formule de l’aire d’une surface
paramétrée et la question 1, on a alors

A (σt) =

∫
U
‖f t′x ∧ f t

′
y ‖ dµ2 =

∫
U

√
EtGt − F t2 dµ2

=

∫
U

√
1− 4thH + r(t)

√
EG− F 2 dµ2



La fonction r est dérivable en 0 et de dérivée nulle, puisque r(t)/t → 0 quand t → 0. La
fonction t 7→

√
1− 4thH + r(t)

√
EG− F 2 est par conséquent dérivable en t = 0 et de

dérivée −2hH
√
EG− F 2. Cette dérivée est bornée sur le compact V̄ , car continue (les

valeurs propres de hm varient continûment sur U si f est C2, du fait de leurs expressions
en fonction des coefficients des deux formes quadratiques fondamentales, qui sont bien
continus sur U). En conséquence on peut appliquer le théorème de dérivation sous le signe
somme dans le cadre de l’intégration de Lebesgue. On en conclut que t 7→ A (σt) est
dérivable sur ]− ε, ε[ et de dérivée∫

U
−2hH

√
EG− F 2 dµ2.

Question 8. Si σ est minimale, H(u, v) = 0 pour tout (u, v) ∈ U , de sorte que d’après
la question 6, A′(0) = 0. Réciproquement, supposons que A′(0) = 0 pour toute fonction
dérivable h. On choisit alors pour fonction h la fonction H. Ce qui donne

A′(0) = 0 = −2

∫
U
H2
√
EG− F 2 dµ2,

et ainsi H2
√
EG− F 2 est nulle presque partout, mais étant continue, cette fonction est

nulle partout. Comme EG−F 2 ne s’annule en aucun paramètre (u, v) ∈ U , puisque d’après
la question 1, EG−F 2 = ‖f ′x ∧ f ′y‖ et que les vecteurs f ′x et f ′y sont libres, nécessairement
H est nulle en tout paramètre (u, v) ∈ U .


