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MATHG602 - Controle du 9 mai 2019

Questions de cours 1. Enoncer la formule de Cauchy sur une couronne et montrer que celle-ci

permet d’obtenir la formule de Cauchy sur un disque.

Questions de cours 2. Donner la définition d’une singularité essentielle d’'une fonction holomorphe

sur un disque épointé.

Exercice 1. Notations. Pour U un ouvert de C et F' : U — C une fonction holomorphe sur
U, on note A et B respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de F'. On dispose de
I'identification de C avec R? donnée par la bijection z = = + iy — (z,y), ott = et y désignent
respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de z. On note U C R2 I'image de 'ouvert U
par cette identification.

1. Montrer que ’on peut écrire la forme différentielle holomorphe de degré 1 sur U C C, F'dz,
comme une forme différentielle U de degré 1 sur U C R?, ou

0A 0B ., 0B 0A

2. A laide de I’équation de Cauchy-Riemann, déduire de la question précédente que pour
p = fdz une forme différentielle holomorphe de degré 1 sur U, il existe une fonction holomorphe
F=A+iB:U — C telle que ¢ = F'dz (autrement dit la forme ¢ est exacte pour la C-dérivation,
ou encore f admet F' pour primitive) si et seulement si les parties réelles et imaginaires de ¥ sont

exactes sur U. Montrer qu’alors
¥ =DA+iDB.

3. Déduire de la question précédente que si U est connexe, f : U — C holomorphe et pour tout
z €U, f'(z) =0, alors f est constante sur U.

Notation. Soit A = {z +iy € C;y = 0,2 < 0}. On note & partir de maintenant U 1'ouvert
C\ A.

4. On considere la forme différentielle
Qiz —
z

sur U. Montrer que les parties réelles et imaginaires de ¥ sont fermées sur U et en déduire que la
fonction z — 1/z admet une unique primitive F' : U — C valant 0 en 1.

5. On note W louvert {z +iy € C;y €] — m,n[}. En écrivant z = x + iy et en remarquant que
e* = e%e'Y, montrer que z — e* est une bijection entre W et U.

6. A laide de la question 3, montrer que pour tout z € W, F(e?) — z = 0.

7. A Daide de la question précédente montrer que

Vp > 0,V0 €] —m,w[, F(pe?) =1In(p) + if.

8. Peut-on prolonger F' en une fonction continue sur un ouvert U’ contenant strictement U ?

9. A laide de la question 7, montrer que ’indice de 0 par rapport au cercle unité de centre 0
est 1.

Exercice 2. A l'aide du théoréme des résidus, calculer

+oo
1
— dx.
/_oo T+a?
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Exercice 1

Question 1. Pour tout h =z + iy € C, avec z,y € R, on a, en notant h = (z,9)
dz(h) = h =z + iy = da(h) + idy(h).
En identifiant h et h on peut donc écrire dz = dz + idy. Il s’ensuit que
F'dz = F'(dz + idy) (1)
D’autre part, puisque F' est holomorphe sur U, I’équation de Cauchy-Riemann assure que

o _OF _0A 0B

“ o ox on @)
Les équations (??) et (??) montrent alors que
0A 0B
/ E— R
Fdzf(8 +za )(dz +idy),
ce qui apres développement donne bien la formule demandée
0A 0B OB 0A
U — i el
(ad 8d)+l(8dx+8d)

Question 2. Si une forme différentielle ¢ de degré 1 holomorphe sur U s’écrit F'dz, avec
F : U — C holomorphe, ’équation de Cauchy-Riemann pour F' assurant que

0A 0B _0F _ OF 0B 04
Ox or  or 81/ Oy oy’

ou encore que

oA _op o8 _ 04
or Oy ¢ o T oy’

on a, d’apres la question précédente,

0A 0B 0B 0A
U= (8d ad) (a—dm—ka—d)
0A 0A 6B 0B
= DA—I—ZDB.

Autrement dit les parties réelles et imaginaires de ¥ sont exactes sur U et respectivement égales
aux différentielles des parties réelles et imaginaires de F'.

Réciproquement, si ¢ est une forme différentielle holomorphe de degré 1 sur U, ¢ s’écrit ¢ = fdz
pour une fonction holomorphe f : U — C. Notons respectivement « et § les parties réelles et
imaginaires de f. On a alors

U = (a+if)(dz +idy) = (adz — fdy) + i(Bdx + ady). (3)

Mais si les parties réelles et imaginaires de ¥ sont exactes, il existe deux fonctions C1, A, B : U — R
telles que

0A 0A 0B 0B
V=DA+iDB=(—d —dy —d —d 4
+1 (a era )Jrz(a eray Y). (4)
Par conséquent, en identifiant (??) et (??) on obtient alors o = %ﬁ = a— et f = -2 = %—f.

En notant FF = A + iB, il s’ensuit que F' vérifie les équations de Cauchy—Rlemann et que par
conséquent F' est une fonction holomorphe et que de plus

OF 0A 0B
’ oD o _
F=as o Tige —otib=1



Autrement dit ¢ est bien une forme holomorphe sur U exacte pour le C-dérivation.

Question 3. Si f = a+if : U — C est holomorphe sur U, et telle que pour tout z € U,
f'(z) = 0, alors f est par définition une primitive de la fonction nulle sur U. Mais d’apres la question
précédente, on a alors f'dz = 0dz = Da +iDf. Autrement dit les parties réelles et imaginaires de
f sont de différentielles nulles sur U. L’ouvert U étant connexe, « et [ sont constantes sur U. On
en conclut que f elle-méme est constante.

Question 4. Soit f : U — C la fonction holomorphe définie par f(z) = 1/z = 1/(z + iy) =
(x —iy) /(2% + y?). Les parties réelles et imaginaires de f sont respectivement o = x /(22 + y?) et
B = —y/(x2+y?) et les parties réelles et imaginaires de ¥ sont d’apres (7?) adx — Bdy et fdx+ady
Un calcul direct montre que celles-ci sont fermées sur U. L’ouvert U étant étoilé, ces deux formes
différentielles sont exactes sur U et d’aprés la question 2, f admet sur U une primitive. D’apres la
question 3, puisque U est connexe, deux primitives de f sur U different d’une constante ; il n’existe
donc qu’une seule primitive de f sur U valant 0 en 1.

Question 5. Soit z = x + iy € W. On a e* = e%e?. Comme lorsque z parcourt W, e® prend
toutes les valeurs de R’ et que €™ prend toutes les valeurs du cercle unité excepté —1, e* parcourt
U tout entier. D’autre part si 2/ = &' +iy’,z = x + iy sont dans W, e* = ez’ donne e* = ¢ (en
prenant le module) et donc x = 2’ par injectivité de exponentielle réelle. Mais si x = 2/, e* = ez’
équivaut a e¥ = eiy’ et donc y = y'[27]. Or comme |y — y'| < 27, on a nécessairement y = y' et
finalement z — e est injective sur W.

Question 6. Soit G : W — C la fonction définie par G(z) = F(e*) — z. Comme z — €7 est
a valeurs dans U, G est holomorphe sur W par le théoréeme des fonctions composées holomorphes.
On a de plus G'(z) = e*F'(e*) —1 = ¢*/e* — 1 = 0. D’apres la question 3, puisque W est connexe,
G est constante sur W. Et puisque F(1) = 0, G(0) = 0. On en conclut que pour tout z € W,
F(e?*) = z. Autrement dit F' est la fonction réciproque de z — e® sur U.

Question 7. Soit z € U. On peut écrire z = pe'® = !+ avec p > 0 et 6 €] — 7, 7[ uniques.
D’apres la question précédente,

F(z) = F(e™Pt%) =1np + .

Question 8. Soit a € A. Si on pouvait prolonger F' par continuité en a, en considérant une
suite (an)nen tendant vers a dans le demi-plan {z + iy € U;y > 0}, on aurait d’apres la question
précédente, F(a) = lim,—, o0 F(a,) = In|a| 4+ iw. Mais en considérant une suite (a},)nen tendant
vers a dans le demi-plan {z + iy € U;y < 0}, on aurait F(a) = lim,_, o F'(al,) = In|a| —in. Ce
qui est contradictoire.

En conclusion, F' n’admet aucun prolongement continu en un point de A.

Question 9. Soit ¢ — (t) = €', Par définition, Ind, (0) = 5 , 1dz. Soit alors pour tout
neN*|—7m+ %,W — %[9 t — 7, (t) = €. On a, puisque F' est une primitive de 1/z sur U et que
le support de v, est dans U,

2

[ 3= Flulr— 1) = Fon(on+ 2) =iten - 2),

d’apres la question 7. Mais par le théoréme de convergence dominée (z — 1/z étant borné sur un
voisinage du cercle unité),

24 1 1 1 1
2w 2im nodoo [z 2w Jy 2

Exercice 2
La fonction f: z + 1/(1 + 22) est holomorphe sur C \ {—i,i} et

1 1 -1

7) = 5

).

z—1 z4+1



On en conclut que Res;(f) = 1/2i. D’apres le théoréme des résidus,

Lo i e

2 TR

ou g est I'arc paramétré par morceaux dont le support est le demi-cercle supérieur centré e 0 et
de rayon R, parcouru dans le sens trigonométrique. Ainsi

2 /R 1 o+ /” Reit &
am Y dr _ e
22 R 1 + l‘2 0 1 + R2€21t

Comme par le théoreme de convergence dominée la seconde intégrale tend vers 0 quand R — +o0,
on en conclut que la valeur de l'intégrale demandée est 7.



